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On prouve par récurrence sur n € N la propriété suivante :
Pour tout P € R[X] de degré n et de coefficient dominant a # 0, il existe
ke {0,1,...,n} tel que

n!
PE) = Jol o
Initialisation (n = 0). Si deg P = 0, alors P(z) = « et, pour k = 0,

0!
[P(0)] = |a] = lal5g-

Hérédité On suppose la propriété vraie au rang n — 1 pour un n € N
On considere P € R[X] de degré n et de coefficient dominant o # 0. On
pose

(AP)(z) = P(z + 1) — P(x).

Alors AP est de degré n — 1 et son coefficient dominant vaut na car :

Par hypothese de récurrence appliquée a AP, il existe m € {0,1,...,n— 1}
tel que

(n—1)! n!
AP)| > nal o
En utilisant I'inégalité max(|al,|b]) > Ia;bl avec a = P(m +1) et b= P(m), on
obtient
P(m+1)—P(m)| |AP(m)| n!
max(|P(m)\7\P(m—|—1)|) > | 5 = 5 > \a|2—n.



Ainsi, il existe k € {m,m + 1} C {0,1,...,n} tel que
n!
()] > [l 2.

La propriété est donc vraie au rang n.



